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«Алгебри аналiтичних функцiй на банахових просторах, породженi 
злiченною множиною твiрних елементiв», подану на здобуття 

ступеня доктора фiлософiї в галузi знань 11 Математика та статистика 
за спецiальнiстю 111 Математика

Актуальнiсть теми дослiдження. Одним iз основних напрямкiв розвитку суча
сного нелiнiйного функцiонального аналiзу є теорiя аналiтичних функцiй на нескiн- 
ченновимiрних просторах. Теорiя диференцiювання функцiй вiд нескiнченного числа 
змiнних розпочала свiй розвиток наприкiнцi XIX – на початку XX столiття завдяки ро
ботам В. Вольтерра, М. Фреше, Г. фон Коха, Д. Гiльберта, Р. Гато. Сучасне означення 
аналiтичної функцiї на банаховому просторi було введено незалежно А. Е. Тейлором 
i А. М. Грейвсом. Також у 1930-х роках розвитком теорiї аналiтичних функцiй на ба- 
нахових просторах займалися А. Д. Мiхал, А. Х. Клiфорд, I. Е. Хайберг, С. Банах, В. 
Орлiч, С. Мазур. Подальший розвиток теорiї пов’язаний iз дослiдженнями М. А. Цорна, 
А. Картана, М. Ерве, П. Лелона, Л. Нахбiна, А. Мартiна, К. Стейна. Вiдомо, що су- 
купностi аналiтичних функцiй на нескiнченновимiрних просторах у багатьох випадках 
утворюють алгебри, якi можна певним природним чином топологiзувати. Важливим 
прикладом такої алгебри слугує алгебра Фреше Hb (X) всіх цілих аналітичних функцій 
обмеженого типу на комплексному банаховому просторi X . Природною топологiєю на 
алгебрї Hb(X) виступає топологія рівномірної з6іжності на обмежених пїдмножинах 
простору X. Алгебра Hb(X) досліджувалася багатьма авторами, зокрема Р. Ароном, Б. 
Коулом, Т. Ґамелiном, П. Ґалiндо, Д. Ґарсiа, М. Маестре, Т. Корном, Ж. Мухiкою, а 
також А. В. Загороднюком та його учнями. Одним iз основних результатiв докторської 
дисертації А. В. Загороднюка був опис спектра алгебри Hb(X) як множини послідов
ностей лiнiйних неперервних функцiоналiв на тензорних степенях простору X . Цей 
результат показав, що в загальному випадку спектр алгебри Hb(X) має доволі скла
дну структуру, однак допускає описання через деякий простiр послiдовностей. Саме це 
спонукало дисертантку до розгляду менших пiдалгебр аналiтичних функцiй алгебри 
Hb(X), аби мати нагоду отримати вичерпний опис їхніх гомоморфізмів.

Змiст роботи i новизна одержаних результатiв. Дисертацiя (її повний обсяг 
становить 149 сторiнок друкованого тексту) складається зi вступу, п’яти роздiлiв, ви- 
сновкiв, списку використаних джерел, що мiстить 113 найменувань, i додатка.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйного дослiдження, встановлено 
зв’язок дослiдження з науково-дослiдними роботами та проєктами, сформульовано ме
ту, задачi, об’єкт, предмет та методи дослiдження, зазначено наукову новизну, практи
чне значення отриманих результатiв та особистий внесок здобувача, також зазначено 
перелiк публiкацiй та апробацiй здобуткiв дисертацiйного дослiдження.



Перший роздiл мiстить огляд лiтератури за темою дисертацiйного дослiдження 
та викладення необхiдного теоретичного матерiалу.

Другий роздiл розпочинається з дослiдження властивостей топологiчних алгебр 
аналiтичних функцiй, породжених злiченними множинами багаточленiв на компле
ксних банахових просторах. Узагальнено теорему про обчислення радiус-функцiї лiнiй- 
ного функцiонала для пiдалгебри алгебри Фреше всiх цiлих функцiй обмеженого типу 
Hb(X) на комплексному банаховому просторі X, яка має наступну властивість: для ко
жної функцiї, яка належить цiй пiдалгебрi, усi члени її ряду Тейлора теж належать 
пїдалгебрї. Розглянуто пїдалгебру HbP (X) алгебри Фреше цілих функцїй обмеженого 
типу Hb(X), породжену зліченною множиною алгебраїчно незалежних однорідних по- 
лiномiв P . Доведено, що дана алгебра є алгеброю Фреше i що кожен член розвинення у 
ряд Тейлора функції, що належить алгебрі Ньр (X), зображається алгебричною комбі- 
нацiєю елементiв множини P . До того ж розглянуто загальний клас алгебр, породжених 
послiдовностями однорiдних багаточленiв. Дослiджено умови, за яких двi такi алгебри 
iзоморфнi та побудовано декiлька прикладiв рiзних злiченно-породжених алгебр.

Третiй роздiл, на думку опонента, найцiкавiший i найвагомiший. У ньому вивча
ються спектри алгебр цiлих функцiй обмеженого типу, породжених злiченними мно
жинами багаточленiв на деяких просторах послiдовностей. Зокрема, у роздiлi дослi- 
джено спектр алгебри Фреше всiх комплекснозначних цiлих функцiй обмеженого типу, 
породженої послiдовнiстю полiномiв деякого спецiального вигляду на комплексному 
банаховому просторі 711. Розглянуто пов’язану з описом спектра задачу продовжен
ня функцiй iз цiєї алгебри на послiдовностi, якi не належать простору ℓ1 . Побудова
но приклад функцiї, яка належить данiй алгебрi i є добре визначеною на елементi 
х0 = (1,1/2,..., 1/n,...), але не може бути продовженою до аналітичної функції обме
женого типу на просторах Ip, де 1 < p < то. Також у розділі розглянуто деякі операції 
зсуву, якi здiйснюються на спектрi алгебри Фреше цiлих функцiй обмеженого типу, 
породженої послiдовнiстю полiномiв деякого спецiального вигляду на комплексному 
банаховому просторі lp, де 1 < p < то.

Четвертий роздiл присвячено дослiдженню умов iзоморфiзму топологiчних ал
гебр цiлих функцiй обмеженого типу, породжених злiченними множинами полiномiв 
на комплексних банахових просторах. У даному роздiлi встановлено умови iснування 
iзоморфiзму алгебр Фреше цiлих функцiй обмеженого типу, породжених послiдовностя- 
ми неперервних алгебраїчно незалежних однорiдних полiномiв степеня n з одиничними 
нормами на комплексних банахових просторах.

П’ятий роздiл присвячено дослiдженню алгебричних базисiв алгебри полiномiв, 
породженої злiченною множиною твiрних елементiв. Встановлено оцiнку для коефiцi- 
єнтів функцій, що належать алгебрі Ньр(Ip), де 1 < p < то, для деякого виду багаточле- 
нiв P . Також побудовано приклад злiченно-породженої алгебри, у якiй всi алгебричнi 
базиси однорiдних багаточленiв еквiвалентнi.

В роботi здiйснено аналiз сучасних дослiджень з цього роздiлу функцiонального 
аналiзу, що засвiдчується чималим списком використаних джерел.

У додатку наведено список публiкацiй за темою дисертацiї та вiдомостi про апроба- 
цiю результатiв дисертацiї. Усi названi вище результати дисертацiйної роботи є новими.

Вiдсутнiсть порушення академiчної доброчесностi. За результатами перевiр- 
ки дисертацiйної роботи та публiкацiй не виявлено ознак академiчного плагiату. Ви
користання iдей, результатiв i текстiв iнших авторiв мають посилання на вiдповiдне 
джерело. У дисертацiйнiй роботi вiдсутнi порушення академiчної доброчесностi.

Обґрунтованiсть i правильнiсть отриманих результатiв. Усi отриманi у ди- 
сертацiйнiй роботi результати новi, правильнi та строго обґрунтованi, що забезпечено 
наявнiстю чiтких, повних i правильних доведень для усiх наведених у цiй роботi твер
джень.

Апробацiя результатiв i публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi у про-



вiдних наукових журналах України та iнших країн. Усi 5 статей зi списку публiка- 
цiй повнiстю вiдповiдають вимогам щодо публiкацiй результатiв дисертацiйних робiт у 
фахових виданнях iз фiзико-математичних наук: вони опублiкованi у виданнях, про- 
iндексованих у базах даних Scopus та/або Web of Science Core Collection. Результати 
дисертацiйної роботи доповiдалися та обговорювалися на чималому числi вiтчизняних 
та закордонних конференцiй.

Практичне значення результатiв дисертацiї. Дисертацiйна робота має теорети
чний характер. Одержанi результати можуть мати перспективи подальшого застосува
ння у теорiї аналiтичних функцiй на банахових просторах, теорiї алгебр Фреше та теорiї 
багаточленiв на банахових просторах. До того ж рано чи пiзно настане мить, коли їх 
спробують перенести на випадок аналiтичних векторнозначних функцiй на банахових 
просторах.

Зауваження.
1. У текстi дисертацiї часто надибуємо на такий буквальний переклад словосполуче

ння well-defined як добре визначена. Однак це трохи рiже слух менi. Якщо загля
нути у словник О. Кочерга, Є. Мейнарович, Англiйсько-українсько-англiйський 
словник наукової мови (фiзика та спорiдненi науки). Частина I англiйсько-українська. 
Вiнниця, Нова книга, 2010. – XXXIV+ 1384с., то там пропонують такi варiанти 
перекладу: однозначно означений, чiтко визначений.

2. С.412 пропущено кому у фразi „встановлення умов за яких“.
3. Пiдроздiл 2.2. В анотацiї на с.5, зокрема, згадується про те, що iснує бiєкцiя мiж 

спектром алгебри HbP(X) i деякою множиною послiдовностей комплексних чисел. 
В опонента виникло таке питання: чи ця множина послiдовностей може бути щiль- 
ною у точках (себто комплексних числах), якi не будуть границями жодної окремої 
послiдовностi. I чи може ця множина послiдовностей разом зi своїми граничними 
точками охоплювати усю комплексну площину?

4. С. 128 Замiсть "norm one"краще виглядає "unit norm".
5. C. 814 Фраза "In particular, in this field work such scientists as"явно нагадує прямий 

переклад з української, бо зовсiм не вiдповiдає правилам англiйської мови.
6. C. 20. У перелiку умовних позначень при розшифруваннi P використовується така 

норма ∥Pn ∥1 без пояснення, як вона задається. Згодом у дисертацiї можна знайти 
визначення ∥Pn∥r як sup∥x∥≤r |Pn(x)|, однак його пасувало б також притулити у 
цей перелiк.

7. У вступi на с. 22 та у першому роздiлi на с.33 надибуємо таку фразу „У 1923 
роцi Н. Вiнер узагальнив велику кiлькiсть класичних результатiв на випадок ана- 
лiтичних функцiй вiд однiєї комплексної змiнної зi значеннями у нескiнченнови- 
мiрних просторах.“ Таке твердження, поза всяким сумнiвом, вимагає конкретного 
цитування. До того ж у зв’язку з таким реченням пасувало б згадати працi вi- 
домого харкiвського математика С.Ю. Фаворова, в якого вагома частина його 
докторської дисертацiї була присвячена голоморфним функцiям зi значеннями у 
банахових просторах. Назва дисертацiї українською така „Винятковi множини та 
асимптотичнi властивостi голоморфних вiдображень в скiнченновимiрнi i банаховi 
простори“.

8. c.224 Замiсть А. Дуадi. має бути А. Дуадi (без крапки, бо там далi йде кома).
9. c.223 Замiсть П. Лелонга має бути П. Лелона.

10. В анотацiї та у вступi на с. 236 як одна зi задач дослiдження згадується задача 
отримання повного та точного опису гомоморфiзмiв деяких пiдалгебр аналiтичних 
функцiй. Так-от, це породжує таке питання: який сенс вкладається у фразу „то
чний опис гомоморфiзмiв“? Адже у математицi фраза „точна нерiвнiсть“, „точна 
оцiнка“ має цiлком конкретне значення.

11. c. 2511 Фраза „передбачає вирiшення таких задач“ мiстить математичну кальку з 
росiйської. В українськiй математицi не вирiшують, а розв’язують задачi.



12. Апробацiя через конференцiї вражає i заслуговує якнайщирiших оплескiв, хоча 
хотiлося б можливо ще 1 виступ на якомусь семiнарi, втiм звiсно варто пам’ятати, 
що ця праця готувалася в умовах ковiду та вiйни.

13. У текстi дисертацiї в кiлькох мiсцях (наприклад, с.3416) можна знайти таке сло
восполучення „є цiлою аналiтичною функцiєю“ на якомусь нескiнченновимiрному 
просторi. Так-от, опонента бентежить одночасне вживання цiла й аналiтична. Це 
неточнiсть чи просто в нескiнченновимiрному комплексному аналiзу iснують цi- 
лi функцiї, якi не аналiтичнi. Далебi, цю особливiсть варто пояснити в першому 
роздiлi.

14. c.3615 , бачимо некоректне загублене посилання [18], [?].
15. c.363 , 1091 Хоча в галицькому дiалектi часто кажуть „природнiми“, втiм правильно 

буде „природними“.
16. c.42. У означеннi 1.11 згадується про „сукупну неперервнiсть“ множення у тополо- 

гiчному лiнiйному просторi, однак не розшифровано змiст цього словосполучення.
17. c.48. До теореми 1.4 (критерiю гiперциклiчностi) пасувало б додати посилання на 

працю, звiдки вона взята.
18. c 49. Замiсть Теорема 3.2 має бути теорема 3.2.
19. c.5015 (i не тiльки) Замiсть „наступну властивiсть“ має бути „таку властивiсть“, бо 

в українськiй мовi „наступний“ вживається лишень у випадку наявностi якогось 
перелiку.

20. c.627 „на послiдовнiстю“ має бути „над послiдовнiстю“.
21. c.71. У роздiлi 3.1 вивчається спектр алгебри HbI(X), де c00 ⊂ X ⊂ ℓ∞. Чи можлива 

в результатах цього роздiлу одна з рiвностей X = c00 або X = ℓ∞?
22. c.7212-13 (див. також с.74) опонентовi здається, що другий знак рiвностi у то

му ланцюжку варто замiнити на ≤, бо спершу беруть супремум по всiх x = 
(x1 , . . . , xm, . . .) ∈ ℓ∞ таких, що xm = 0 для всiх m > κmax. А, на нашу думку, 
множина цих x строго мiститься у множинi усiх x ∈ c00 , адже тут нема нiякої 
умови на кшталт m > κmax .

23. с. 77, 79. У текстi дисертацiї часто розглядаються характери зi значеннями в C, 
та будуються елементи як послiдовнiсть значень кореня n-го степеня характера 
на деяких багаточленах. У такому разi необхiдно однозначно доозначувати корiнь 
n-го степеня, як корiнь з комплексного числа. Це не скрiзь зроблено.

24. c.816. У доведеннi теореми 3.4 згадується принцип максимуму модуля з класичної 
книжки Тiтчмарша про теорiю функцiй. Однак вона присвячена одновимiрному 
комплексному аналiзу. Натомiсть у рядках 7-9 на цiй сторiнцi береться супремум 
на n-вимiрнiй кулi вiд модуля функцiї вiд n змiнних, тому тут використовується 
багатовимiрний принцип максимуму модуля. Вiдповiдно, працю Тiтчмарша варто 
замiнити на якийсь сучасний пiдручник з багатовимiрного комплексного аналiзу. 
Наприкла, Стiвена Кранца (Steven Krantz).

25. c.885 замiсть Наслiдок 1 має бути наслiдок 1.
26. c.100. У формулюваннi твердження 4.2 та його доведеннi згадується про аналiти- 

чнiсть вiдображення Φ : Z → Z , де Z — локально опуклий топологiчний векторний 
простiр, однак означення як таке не наведено.

27. c.1202 замiсть Теореми 5.2 має бути теореми 5.2
Висновок. Звiсно наведенi вище зауваження не чинять iстотного впливу на ро- 

зумiння роботи, а також не зменшують значення отриманих вагомих результатiв. А, 
отже, дисертацiйна робота «Алгебри аналiтичних функцiй на банахових просторах, по- 
родженi злiченною множиною твiрних елементiв» безперечно цiлiсна наукова праця, 
що мiстить новi важливi та цiкавi результати з царини функцiонального аналiзу. Ця 
праця повнiстю вiдповiдає усiм вимогам спецiальностi 111 Математика та вимогам на
казу Мiнiстерства освiти i науки України № 40 вiд 12.01.2017 р. «Про затвердження 
вимог до оформлення дисертацiї» (зi змiнами), «Порядку присудження ступеня докто-



ра філософії та скасування рішення разової спеціалізованої вченої ради закладу вищої 
освіти, наукової установи про присудження ступеня доктора філософії», затвердженого 
Постановою Кабінету Міністрів України від 12.01.2022 р. № 44 (зі змінами від 21.03.2022 
р. №341), а її авторка, Василишин Світлана Ігорівна, заслуговує на присудження на
укового ступеня доктора філософії у галузі знань 11 „Математика та статистика" за 
спеціальністю 111 „Математика".
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