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АНОТАЦIЯ

Чоп’юк Ю. Ю. Аналiз в кiльцях мультимножин, породжених алге-
брами суперсиметричних полiномiв на банахових просторах. — Квалi-
фiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття ступеня доктора фiлософiї за спецiальнi-
стю 111 — Математика. — Прикарпатський нацiональний унiверситет
iменi Василя Стефаника, Iвано-Франкiвськ, 2025. — Прикарпатський
нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника, Iвано-Франкiвськ,
2025.

Дисертацiйна робота виконана в рамках теорiї симетричних полi-
номiв на банахових просторах i присвячена дослiдженню кiлець мульти-
множин, породжених алгебрами суперсиметричних та 𝜔𝑛-симетричних
полiномiв на банахових просторах.

Дослiдження симетричних полiномiв на банахових просторах на-
були значного розвитку завдяки працям багатьох математикiв, зокрема
А. Немировського, С. Семенова, Р. Арона, П. Галiндо, А. Загороднюка, I.
Чернеги, Т. Василишина, С. Василишин, Ф. Джавад, В. Кравцiв та iнших.
Одним iз ключових аспектiв цього напряму є вивчення спектральних
властивостей алгебр симетричних аналiтичних функцiй та їх зв’язок iз
групами симетрiї. Структура спектра алгебри симетричних аналiтичних
функцiй значною мiрою залежить як вiд вибору простору, так i вiд вла-
стивостей групи або напiвгрупи симетрiї що дiють на цьому просторi.
Цей результат особливо важливий, оскiльки вiн демонструє, що для
рiзних класiв банахових просторiв iснують принципово вiдмiннi пiдходи
до опису симетричних аналiтичних функцiй.

Для просторiв ℓ𝑝 (де 1 ≤ 𝑝 < ∞) структура спектра значно скла-
днiша. У цьому випадку група симетрiї формується перестановками
координат векторiв, що призводить до розширення спектральних вла-
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стивостей алгебр симетричних аналiтичних функцiй. Як показано у
дослiдженнях I. Чернеги, П. Галiндо та А. Загороднюка, спектр таких
просторiв мiстить не лише функцiонали значень у точках, а й додатковi
структурнi елементи, якi можна охарактеризувати через алгебраїчнi
операцiї та їх властивостi. А. Загороднюком та iншими було встановлено,
що на спектрi алгебр у цих просторах можна природно ввести структуру
комутативного напiвкiльця з одиницею. Така структура забезпечує новi
методи аналiзу симетричних полiномiв, розширюючи їх застосування у
функцiональному аналiзi.

В рамках дослiдження властивостей банахових просторiв важли-
вою є проблема опису структури ядер квадратичних функцiоналiв. Т.
Банах, А. Плiчко та А. Загороднюк дослiдили питання про нулi квадра-
тичних функцiоналiв на несепарабельних просторах.

Важливими аспектами дисертацiйного дослiдження є встановле-
ння гомоморфiзмiв та iзоморфiзмiв мiж дослiджуваними кiльцевими
структурами та вiдомими класичними кiльцями. Робота також має на
метi iнтеграцiю отриманих результатiв у потенцiйнi застосування в кри-
птографiї.

Дисертацiя складається зi вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв до ко-
жного роздiлу, загальних висновкiв, списку використаних джерел та
додатку, який мiстить список публiкацiй автора та вiдомостi про апроба-
цiю результатiв дисертацiї.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйного дослiдже-
ння та визначено її зв’язок iз науково-дослiдними роботами й проєктами,
визначено об’єкт i предмет дослiдження, сформульовано мету й завдан-
ня, окреслено методи дослiдження. Окремо видiлено наукову новизну,
практичну цiннiсть отриманих результатiв та особистий внесок автора.
Наприкiнцi наведено iнформацiю про публiкацiї та апробацiю основних
результатiв дисертацiйної роботи.
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У першому роздiлi здiйснено огляд лiтератури та викладено тео-
ретичнi основи дослiдження. Зокрема пiдроздiл 1.1 присвячено iстори-
чному розвитку iдеї симетричних полiномiв, починаючи вiд класичних
дослiджень Вiєта i Ньютона i закiнчуючи сучасними пiдходами у теорiї
iнварiантiв. Завдяки цьому було сформовано комплексний концептуаль-
ний каркас, який показує еволюцiю понять i методiв, що лягли в основу
сучасних алгебраїчних побудов. Пiдроздiл 1.2 мiстить формалiзацiю
основних понять, тут викладено ключовi означення, теореми й пiдходи,
якi формують структуру подальших дослiдницьких крокiв.

Другий роздiл присвячено аналiзу кiлець M𝜔2, Z𝜔2 та Z𝜔2
(𝑝,𝑞).

У пiдроздiлi 2.1 обґрунтовано, що на вiдмiну вiд M𝜔2, кiльце Z𝜔2

є областю цiлiсностi. Також доведено факт iснування представлення
одиничного елемента як цiлої лiнiйної комбiнацiї скiнченної кiлькостi
елементiв iз Z𝜔2, полiноми яких не мають спiльних нулiв.

У пiдроздiлi 2.2 розглянуто питання розв’язностi алгебраїчних
рiвнянь у кiльцi M𝜔2 (K), де K є замкненою щодо множення пiдмножи-
ною комплексного лiнiйного простору. Показано, що рiвняння вигляду
[𝑎] [𝑢] = [𝑏] можуть мати нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв або бути вза-
галi нерозв’язними залежно вiд властивостей елемента [𝑎]. Показано,
що якщо [𝑎] ∈ M𝜔2 не є дiльником нуля, i рiвняння [𝑎] [𝑢] = [𝑏] має
розв’язок [𝑢], тодi цей розв’язок єдиний.

У пiдроздiлi 2.3 встановлено iзоморфiзм мiж Z𝜔2 та кiльцем скiн-
ченних рядiв Дiрiхле 𝐷0(Z). Запропонована вiдповiднiсть дає змогу
iнтегрувати у теорiю мультимножин класичнi результати та методи до-
слiдження з теорiї рядiв Дiрiхле.

У пiдроздiлi 2.4 дослiджуються скiнченнi кiльця мультимножин
Z𝜔2

(𝑝,𝑞), якi утворюються за допомогою вiдношення еквiвалентностi на
Z𝜔2 «по модулю (𝑝, 𝑞)». Показано, що Z𝜔2

(𝑝,𝑞) є комутативним кiльцем з
одиницею. Встановлено, що потужнiсть множини Z𝜔2

(𝑝,𝑞) дорiвнює 𝑝 𝑞−1,
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а у випадку 𝑞 = 2 це кiльце iзоморфне Z𝑝. Запроваджено вiдображення
I(𝑝,𝑞) : Z𝜔2 → Z𝜔2

(𝑝,𝑞), яке є кiльцевим гомоморфiзмом.
У пiдроздiлi 2.5 дослiджено деякi умови оборотностi елементiв у

скiнченних кiльцях Z𝜔2
(𝑝,𝑞). Зокрема, доведено, що таке кiльце є полем

тодi й лише тодi, коли 𝑞 = 2 i 𝑝 є простим числом. Встановлено низку
тверджень про оборотнiсть «тривiальних» елементiв та iснування нетри-
вiальних оборотних елементiв. Показано, як наявнiсть (або вiдсутнiсть)
нiльпотентних елементiв впливає на структуру Z𝜔2

(𝑝,𝑞). Розглянуто, як iз
суми оборотного елемента m iз нiльпотентним k отримати обернений.
Узагальнено малу теорему Ферма на кiльця Z𝜔2

(𝑝,𝑝), де 𝑝— просте число.
Показано, що якщо 𝑝 — просте число, то в Z𝜔2

(𝑝,𝑝) немає ненульових
нiльпотентних елементiв.

Роздiл 3 присвячено побудовi розширення кiльця M𝜔2 за рахунок
уявної одиницi, унаслiдок чого формується нове кiльце M𝜔4. Робота
мотивується аналогiєю з кiльцем комплексних чисел, де додавання
уявної частини дозволяє iстотно розширити можливостi алгебраїчних
конструкцiй.

У пiдроздiлi 3.1 описано введення «уявної» зовнiшньої одиницi I
та демонструється, що елемент

[
(𝑦 |𝑥)

]
+ I

[
(𝑡 |𝑠)

]
можна розглядати як

аналог 𝑎 + 𝑏𝑖 у класичних комплексних числах. Зокрема, показано, що
для всiх [𝑧], [𝑧′] ∈ M𝜔4 рiвнiсть [𝑧] = [𝑧′] виконується тодi й лише тодi,
коли одночасно ℜ[𝑧] = ℜ[𝑧′] та ℑ[𝑧] = ℑ[𝑧′].

У пiдроздiлi 3.2 з’ясовано, що M𝜔4 є iзоморфним кiльцю матриць
𝑀0

2 (M𝜔2). Ця побудова узагальнює класичний випадок вiдображення

𝑎 + 𝑏𝑖 ↦→
(
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎

)
.

Наведено умову оборотностi елементiв M𝜔4, зокрема випадок, коли
(ℜ[𝑧])2+(ℑ[𝑧])2 є оборотним уM𝜔2, що забезпечує оборотнiсть самого
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[𝑧] у M𝜔4.
Четвертий роздiл присвячено узагальненню дослiдження введен-

ням поняття 𝜔𝑛-симетричних полiномiв та побудовi вiдповiдних кiльце-
вих структур мультимножин, що взаємопов’язанi зi скiнченними циклi-
чними групами.

У пiдроздiлi 4.1 вводиться поняття 𝜔𝑛-симетричних полiномiв на
банахових просторах ℓ1(𝑁𝜔𝑛

), де 𝜔𝑛 є групою коренiв 𝑛-го степеня з
одиницi. Розглянуто степеневi полiноми Ω(𝑛)

𝑘
, якi узагальнюють класи-

чнi симетричнi та суперсиметричнi степеневi полiноми (𝑛 = 1 i 𝑛 = 2
вiдповiдно). Показано, що операцiї «симетричного додавання» (•) та
«симетричного множення» (⋄) можна продовжити на цей випадок, зокре-
ма зберiгаючи при цьому бажанi алгебраїчнi властивостi (наприклад,
Ω(𝑛)
𝑘

(𝑥 ⋄ 𝑦) = Ω(𝑛)
𝑘

(𝑥) Ω(𝑛)
𝑘

(𝑦)).
Пiдроздiл 4.2 демонструє, що полiноми Ω(𝑛)

𝑘
для 𝑘 ∈ N утворю-

ють алгебраїчний базис алгебри 𝜔𝑛-симетричних полiномiв 𝑃𝑠(ℓ1(𝑁𝜔𝑛
)).

Проiлюстровано зв’язок полiномiв Ω(𝑛)
𝑘

з вiдомими базисами елементар-
них та повних симетричних полiномiв за допомогою формул Ньютона i
вiдповiдних твiрних функцiй. Показано, як застосування оператора Λ𝜔𝑛

узагальнює обчислення у випадку 𝜔2 на довiльне 𝜔𝑛.
У пiдроздiлi 4.3 введено i дослiджено кiльце мультимножин M𝜔𝑛,

породжене𝜔𝑛-симетричними полiномами, як множину класiв еквiвален-
тностi за вiдношенням «рiвностi значень усiх Ω(𝑛)

𝑘
, 𝑘 ∈ N». Показано, що

M𝜔𝑛 є комутативним кiльцем з одиницею, якщо 𝑛 ≥ 2, i напiвкiльцем
для 𝑛 = 1, у якому Ω(𝑛)

𝑘
задають гомоморфiзми до C.

Пiдроздiл 4.4 присвячено структурному аналiзу кiльця цiлих муль-
тичисел Z𝜔𝑛 як пiдкiльця M𝜔𝑛, де розроблено методи факторизацiї
елементiв кiльця Z𝜔𝑛 i розглянуто його алгебраїчнi властивостi. Для
простого 𝑛 або 𝑛 = 4 доведено iснування iзоморфiзму Z𝜔𝑛 з кiльцем
𝜔𝑛Z+[C∞], що унаочнює вiдсутнiсть дiльникiв нуля та пiдтверджує, що



7

Z𝜔𝑛 є областю цiлiсностi.
П’ятий роздiл завершує роботу демонстрацiєю двох напрямкiв

застосування та узагальнення отриманих результатiв.
У пiдроздiлi 5.1 наведено приклади використання «мультичисло-

вої» арифметики для побудови криптографiчних схем, у яких публiчнi
та приватнi ключi задаються оборотними елементами в кiльцях Z𝜔2

(𝑝,𝑞).
Показано, що складнiсть обчислення обернених елементiв та частко-
ве (модульне) зведення компонент у цих кiльцях можуть пiдвищувати
криптостiйкiсть порiвняно зi звичайною арифметикою в Z𝑝.

У пiдроздiлi 5.2 розглянуто iнше можливе узагальнення симетри-
чних полiномiв на випадок полiномiв у просторах iнтегровних функцiй
на вiдрiзку. У цьому випадку група симетрiй породжується вимiрними
автоморфiзмами вiдрiзка. Запропонований пiдхiд дозволить, в подаль-
шому, поширити результати, отриманi у попереднiх роздiлах, на кон-
тинуальний випадок. У цьому пiдроздiлi доведено, що кожен 𝑛-блочно-
симетричний неперервний 𝑁-однорiдний полiном на цих просторах мо-
же бути представлений через базиснi елементи 𝐺𝑘,𝑛,𝑋 , причому єдиним
чином.

Ключовi слова: симетричнi полiноми, твiрнi функцiї, аналiтичнi
(голоморфнi) функцiї, симетричнi аналiтичнi функцiї, група, група пере-
становок, кiльце мультимножин, область цiлiсностi, алгебраїчнi базиси,
степеневi ряди, збiжнiсть, вiдповiднiсть, комбiнаторне доведення, алго-
ритм, криптографiя.
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ABSTRACT

Chopiuk Y. Y. Analysis in Rings of Multisets Generated by Algebras of
Supersymmetric Polynomials on Banach Spaces. — Qualifying scientific work
on rights of manuscript.

A Thesis for a Philosophy Doctor Degree in Mathematics, speciality
111 — Mathematics. — Vasyl Stefanyk Precarpathian National University,
Ivano-Frankivsk, 2025. — Vasyl Stefanyk Precarpathian National University,
Ivano-Frankivsk, 2025.

The dissertation is carried out within the framework of the theory of
symmetric polynomials on Banach spaces and is devoted to the study of rings
of multisets generated by algebras of supersymmetric and 𝜔𝑛-symmetric
polynomials on Banach spaces.

The study of symmetric polynomials on Banach spaces has seen signifi-
cant development thanks to the work of many mathematicians, including A.
Nemirovskiy, S. Semenov, R. Aron, P. Galindo, A. Zagorodnyuk, I. Chernega,
T. Vasylyshyn, S. Vasylyshyn, F. Jawad, V. Kravtsiv, and others. One of the key
aspects of this research direction is the investigation of the spectral properti-
es of algebras of symmetric analytic functions and their relationship with
symmetry groups. The structure of the spectrum of the algebra of symmetric
analytic functions depends significantly on both the choice of the space and
the properties of the group or semigroup of symmetries acting on that space.
This result is particularly important as it demonstrates that for different
classes of Banach spaces there exist fundamentally different approaches to
describing symmetric analytic functions.

For the spaces ℓ𝑝 (where 1 ≤ 𝑝 < ∞), the structure of the spectrum is
considerably more complex. In this case, the symmetry group is formed by
permutations of the coordinates of vectors, which leads to an expansion of the
spectral properties of the algebras of symmetric analytic functions. As shown
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in the works of I. Chernega, P. Galindo, and A. Zagorodnyuk, the spectrum of
such spaces contains not only point evaluation functionals but also additional
structural elements that can be characterized through algebraic operations
and their properties. A. Zagorodnyuk and others have established that one
can naturally introduce the structure of a commutative semiring with unity
on the spectrum of the algebras in these spaces. Such a structure provides
new methods for analyzing symmetric polynomials, thereby broadening their
applications in functional analysis.

Within the study of Banach space properties, an important problem is
the description of the structure of kernels of quadratic functionals. T. Banakh,
A. Plichko, and A. Zagorodnyuk investigate zeros of quadratic functionals on
non-separable spaces.

An important aspect of the dissertation is the establishment of
homomorphisms and isomorphisms between the studied ring structures
and well-known classical rings. The work also aims to integrate the obtained
results into potential applications in cryptography.

The dissertation consists of an introduction, five chapters, conclusions
for each chapter, general conclusions, a list of references, and an appendix
that contains the author’s publication list and details regarding the validation
of the dissertation results.

In the introduction, the relevance of the research topic is justified
and its connection with previous research works and projects is established.
The object and subject of the study are defined, the aim and objectives are
formulated, and the research methods are outlined. In addition, the scientific
novelty, the practical value of the obtained results, and the author’s personal
contribution are highlighted. At the end, information about the publications
and the validation of the main results of the dissertation is provided.

In the first chapter, a review of the literature is conducted and the
theoretical foundations of the research are presented. In particular, Subsecti-
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on 1.1 is devoted to the historical development of the idea of symmetric
polynomials, beginning with the classical studies of Viète and Newton and
culminating in modern approaches in invariant theory. This has resulted in
a comprehensive conceptual framework that illustrates the evolution of the
concepts andmethods underlying modern algebraic constructions. Subsection
1.2 contains the formalization of the basic concepts; here the key definitions,
theorems, and approaches that form the structure of subsequent research
steps are presented.

Chapter 2 is devoted to the analysis of the rings M𝜔2, Z𝜔2, andZ𝜔2
(𝑝,𝑞).

In Subsection 2.1, it is demonstrated that, unlike M𝜔2, the ring Z𝜔2 is
an integral domain. In addition, the existence of a representation of the unity
element as an integral linear combination of a finite number of elements
from Z𝜔2 (where the corresponding polynomials have no common zeros) is
established.

Subsection 2.2 examines the solvability of polynomial equations in
the ring M𝜔2 (K), where K is a multiplicatively closed subset of a complex
vector space. It is shown that an equation of the form [𝑎] [𝑢] = [𝑏] may have
either infinitely many solutions or none at all, depending on the properties
of the element [𝑎]. Moreover, it is proved that if [𝑎] ∈ M𝜔2 is not a zero
divisor and the equation [𝑎] [𝑢] = [𝑏] has a solution [𝑢], then that solution
is unique.

In Subsection 2.3, an isomorphism is established between Z𝜔2 and the
ring of absolutely convergent Dirichlet series 𝐷0(Z). This correspondence
allows classical results and methods from the theory of Dirichlet series to be
integrated into the study of multisets.

Subsection 2.4 is devoted to the study of finite rings of multisets
Z𝜔2

(𝑝,𝑞), which are constructed using an equivalence relation onZ𝜔2 (“modulo
(𝑝, 𝑞)”). It is shown thatZ𝜔2

(𝑝,𝑞) forms a commutative ring with unity; its cardi-
nality is determined to be 𝑝 𝑞−1, and in the special case 𝑞 = 2 the ring is
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isomorphic to Z𝑝. A mapping I(𝑝,𝑞) : Z𝜔2 → Z𝜔2
(𝑝,𝑞) is introduced, which is a

ring homomorphism.
Finally, subsection 2.5 investigates various conditions for the inverti-

bility of elements in the finite rings Z𝜔2
(𝑝,𝑞). In particular, it is proved that

such a ring is a field if and only if 𝑞 = 2 and 𝑝 is a prime number. Several
results concerning the invertibility of both “trivial” and nontrivial elements
are established. The analysis shows how an inverse can be obtained from the
sum of an invertible element m and a nilpotent element k. An extension of
Fermat’s little theorem to the ring Z𝜔2

(𝑝,𝑝) (with 𝑝 prime) is also presented,
and it is shown that if 𝑝 is prime, then Z𝜔2

(𝑝,𝑝) contains no nonzero nilpotent
elements.

Chapter 3 is devoted to the construction of an extension of the ring
M𝜔2 by introducing an external imaginary unit, which leads to the formation
of a new ring M𝜔4. The work is motivated by the analogy with the field of
complex numbers, where the addition of the imaginary part significantly
expands the possibilities of algebraic constructions.

In Section 3.1, the introduction of the external imaginary unit I is
described. It is shown that every element of M𝜔4 can be represented in the
form [𝑧] = [(𝑦 |𝑥)] + I [(𝑡 |𝑠)], which is analogous to writing a complex
number in the form 𝑎+ 𝑏𝑖. In particular, it is demonstrated that two elements
[𝑧] and [𝑧′] in M𝜔4 are equal if and only if both their real parts and their
imaginary parts coincide, i.e., ℜ[𝑧] = ℜ[𝑧′] and ℑ[𝑧] = ℑ[𝑧′].

In Section 3.2, it is established that the ring M𝜔4 is isomorphic to the
matrix ring 𝑀0

2 (M𝜔2). This construction generalizes the classical mapping

𝑎 + 𝑏𝑖 ↦→
(
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎

)
.

Furthermore, a condition for the invertibility of elements inM𝜔4 is provided:
if (ℜ[𝑧])2 + (ℑ[𝑧])2 is invertible in M𝜔2, then the element [𝑧] is invertible



12

in M𝜔4.
Chapter 4 is devoted to a generalization of the study by introducing the

concept of 𝜔𝑛-symmetric polynomials and constructing the corresponding
ring structures of multisets, which are interrelated with finite cyclic groups.

In Section 4.1, the notion of 𝜔𝑛-symmetric polynomials on the Banach
spaces ℓ1(𝑁𝜔𝑛

) is introduced, where 𝜔𝑛 is the group of 𝑛th roots of uni-
ty. Power polynomials Ω(𝑛)

𝑘
are considered, which generalize the classical

symmetric and supersymmetric power polynomials (corresponding to 𝑛 = 1
and 𝑛 = 2, respectively). It is shown that the operations of «symmetric
addition» (•) and «symmetric multiplication» (⋄) can be extended to this
setting while preserving the desired algebraic properties (for example,
Ω(𝑛)
𝑘

(𝑥 ⋄ 𝑦) = Ω(𝑛)
𝑘

(𝑥) Ω(𝑛)
𝑘

(𝑦)).
Section 4.2 demonstrates that the polynomials Ω(𝑛)

𝑘
, for 𝑘 ∈ N, form

an algebraic basis of the algebra of 𝜔𝑛-symmetric polynomials 𝑃𝑠(ℓ1(𝑁𝜔𝑛
)).

The connection between the polynomials Ω(𝑛)
𝑘

and the well-known bases of
elementary and complete symmetric polynomials is illustrated by means of
Newton’s formulas and the corresponding generating functions. It is shown
that the use of the operator Λ𝜔𝑛

generalizes the calculations in the case of
𝜔2 to an arbitrary 𝜔𝑛.

In Section 4.3, the ring of multisets M𝜔𝑛 generated by the 𝜔𝑛-
symmetric polynomials is introduced and studied as the set of equivalence
classes under the relation of equality of the values of all Ω(𝑛)

𝑘
(for 𝑘 ∈ N). It

is proved that M𝜔𝑛 is a commutative ring with unity if 𝑛 ≥ 2 and a semiring
for 𝑛 = 1, in which the mappings Ω(𝑛)

𝑘
define homomorphisms into C.

Section 4.4 is devoted to a structural analysis of the ring of integer
multinumbersZ𝜔𝑛 as a subring ofM𝜔𝑛. Methods for factorizing the elements
of Z𝜔𝑛 are developed and its algebraic properties are examined. For prime 𝑛
or 𝑛 = 4, it is proved that there exists an isomorphism between Z𝜔𝑛 and the
ring 𝜔𝑛Z+[C∞], which illustrates the absence of zero divisors and confirms
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that Z𝜔𝑛 is an integral domain.
Chapter 5 concludes the work by demonstrating two directions of

application and generalization of the obtained results.
In Section 5.1, examples of the use of multinumber arithmetic for the

construction of cryptographic schemes are presented, in which public and
private keys are given by invertible elements in the rings Z𝜔2

(𝑝,𝑞). It is shown
that the complexity of computing inverse elements and the partial (modular)
reduction of components in these rings can enhance cryptographic security
compared to conventional arithmetic in Z𝑝.

In Section 5.2, another possible generalization of symmetric polynomi-
als is considered for the case of polynomials in spaces of integrable functions
on an interval. In this case, the symmetry group is generated by measurable
automorphisms of the interval. The proposed approach will, in the future,
allow the extension of the results obtained in previous chapters to the conti-
nuous case. In this section, it is proved that every 𝑛-block-symmetric conti-
nuous 𝑁-homogeneous polynomial on these spaces can be represented uni-
quely through the basis elements 𝐺𝑘,𝑛,𝑋 .

Keywords: symmetric polynomials, generating functions, analytic
(holomorphic) functions, symmetric analytic functions, group, permutati-
on group, ring of multisets, integral domain, algebraic basis, power series,
convergence, correspondence, combinatorial proof, algorithm, cryptography.
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