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Дисертацiя складається зi вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв до ко-

жного роздiлу, загальних висновкiв, списку використаних джерел та дода-

тку, який мiстить список публiкацiй автора та вiдомостi про апробацiю

результатiв дисертацiї.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, вказано на

зв’язок роботи з науковими програмами, планами i темами, сформульо-

вано мету, об’єкт, предмет, завдання та методи дослiдження, зосереджено

увагу на науковiй новизнi одержаних результатiв, вiдзначено теоретичне

значення отриманих результатiв та особистий внесок здобувача, наведено

данi щодо апробацiї та публiкацiй результатiв роботи.

Метою дослiдження є опис асимптотичних властивостей суми ряду

Дiрiхле в термiнах послiдовностi його коефiцiєнтiв. Об’єктом дослiджен-

ня є цiлi та абсолютно збiжнi у пiвплощинi ряди Дiрiхле з невiд’ємною

зростаючою до +∞ системою показникiв λ = (λn)
∞
n=0.

Основну увагу в роботi сконцентровано на отриманi умов на послi-

довнiсть модулiв коефiцiєнтiв (|an|)∞n=0 ряду Дiрiхле, за яких для його суми

виконується та чи iнша загальна асимптотична оцiнка зверху.

У роздiлi 1 наведено огляд лiтератури за тематикою дослiдження,

проведено аналiз вiдомих результатiв, що безпосередньо стосуються теми

дисертацiї, та обґрунтовано вибiр напрямкiв дослiдження.
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Роздiл 2 присвячено встановленню умов виконання рiзноманiтних

оцiнок для суми цiлого ряду Дiрiхле F (s) =
∑∞

n=0 ane
sλn. З цiєю метою для

заданого ряду F тут уведено пов’язаний з ним ряд Gc(s) =
∑∞

n=N bne
sλn, де

c > 0 — фiксоване число, N = min{n ∈ N0 : an ̸= 0} i bn =
∑

λn≤λk<λn+c |ak|

для всiх цiлих n ≥ N .

У пiдроздiлi 2.1 доведено, що максимальний член µ(σ,Gc) пов’язаного

ряду є визначеним для всiх σ ∈ R i дає в певному сенсi добру апроксима-

цiйну оцiнку для суми ряду F , а саме: для довiльних σ ≥ 0 i ε > 0 маємо

µ(σ,Gc) ≤ M(σ, F ) ≤ µ(σ + ε,Gc)

eελN

(
eεc

eεc − 1
+
σ

ε

)
,

де M(σ, F ) =
∑∞

n=0 |an|eσλn для кожного σ ∈ R.

Нехай Ψ — неперервна в околi +∞ функцiя така, що Ψ(σ)/σ → +∞,

якщо σ → +∞, Ψ̃ — функцiя, спряжена з Ψ за Юнгом, ψ — правобiчна

похiдна вiд Ψ̃, h — неспадна, неперервна, необмежена зверху в деякому

околi точки +∞ функцiя така, що lnx ≤ h(Ψ(ψ(x))) для всiх достатньо

великих x ∈ R, а ∆ = limx→+∞ lnx/Ψ(ψ(x)).

У пiдроздiлi 2.3, зокрема, доведено, що якщо для всiх достатньо вели-

ких σ ∈ R виконується нерiвнiсть lnµ(σ,Gc) ≤ Ψ(σ), то для кожного ε > 0

правильнi асимптотичнi спiввiдношення lnM(σ, F )−Ψ(σ+ε)− lnσ → −∞

i lnM(σ, F ) ≤ Ψ(σ) + h(Ψ(σ) + ε) + ln σ + ε− ln ε+ o(1), якщо σ → +∞.

Пiдроздiл 2.4 мiстить результати, що дають необхiднi та достатнi умо-

ви на послiдовнiсть (|an|)∞n=0, за яких для цiлого ряду Дiрiхле F викону-

ються деякi загальнi асимптотичнi оцiнки. Наприклад, тут доведено, що

для того, щоб iснувало число ε > 0 таке, що lnM(σ, F ) ≤ Ψ(σ + ε) + εσ

для всiх достатньо великих σ ∈ R, необхiдно i досить, щоб iснувало число

δ > 0 таке, що ln |bn| ≤ −Ψ̃(λn − δ) + δ(λn − δ) для всiх достатньо вели-

ких невiд’ємних цiлих n, i показано, що для кожного ε > 0 i всiх доста-

тньо великих σ ∈ R ми маємо lnM(σ, F ) ≤ Ψ(σ + ε) + εσ, якщо i лише

якщо для кожного δ > 0 i всiх достатньо великих невiд’ємних цiлих n
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виконується нерiвнiсть ln |bn| ≤ −Ψ̃(λn − δ) + δ(λn − δ). Крiм того, дове-

дено, що якщо ∆ < +∞, то для того, щоб iснувало число q > 0 таке, що

lnM(σ, F ) ≤ qΨ(σ) для всiх достатньо великих σ ∈ R, необхiдно i досить,

щоб iснувало число p > 0 таке, що ln |bn| ≤ −pΨ̃(λn/p) для всiх достатньо

великих невiд’ємних цiлих n, i показано, що якщо ∆ = 0, то для кожного

q > 0 i для всiх достатньо великих σ ∈ R ми маємо lnM(σ, F ) ≤ qΨ(σ),

якщо i лише якщо для кожного p > 0 i для всiх достатньо великих не-

вiд’ємних цiлих n виконується нерiвнiсть ln |bn| ≤ −pΨ̃(λn/p).

Нехай Ψ : R → R — довiльна функцiя, а q0 ≥ 0 — деяке число.

У пiдроздiлi 2.5 доведено, що для того, щоб для кожного числа q > q0

iснувала стала B ∈ R така, що lnM(σ, F ) ≤ Ψ(qσ) + B для всiх σ ∈ R,

необхiдно i досить, щоб для кожного числа p > q0 iснувала стала C ∈ R

така, що ln bn ≤ −Ψ̃(λn/p) + C для всiх цiлих n ≥ 0 (Ψ̃ — спряжена з

Ψ за Юнгом). За додаткових умов на функцiю Ψ тут також встановлено

необхiднi та достатнi умови на послiдовнiсть (|an|)∞n=0, за яких для цiлого

ряду Дiрiхле F iснують додатнi сталi q та B такi, що lnM(σ, F ) ≤ qΨ(σ+

B) для всiх σ ∈ R, чи iснують дiйснi сталi ε i B такi, що lnM(σ, F ) ≤ Ψ(σ+

ε) + B для всiх σ ∈ R, чи для кожного B > 0 iснує стала ε ∈ R така, що

lnM(σ, F ) ≤ Ψ(σ+ε)+B для всiх σ ∈ R, чи для кожного ε > 0 iснує стала

B ∈ R така, що lnM(σ, F ) ≤ Ψ(σ + ε) + B для всiх σ ∈ R. Цi результати

iстотно узагальнюють результати, отриманi М.М. Шереметою у 1999 р.,

а знайденi при цьому умови виконання глобальних оцiнок записуються у

простiшiй формi.

Аналоги результатiв з роздiлу 2 для абсолютно збiжних у пiвпло-

щинi рядiв Дiрiхле встановлено у роздiлi 3. Власне, роздiл 3 присвячено

встановленню умов виконання загальних оцiнок для суми довiльного ряду

Дiрiхле F (s) =
∑∞

n=0 ane
sλn з абсцисою абсолютної збiжностi σa(F ) ≥ 0.

З цiєю метою для кожного такого ряду F тут уведено пов’язанi з ним

ряди F2(s) =
∑∞

n=0 Sne
sλn, де Sn =

∑n
k=0 |ak| для всiх цiлих n ≥ 0, а
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також Gc(s) =
∑∞

n=N bne
sλn, де c > 0, N = min{n ∈ N0 : an ̸= 0} i

bn =
∑

λn−c<λk≤λn
|ak| для всiх цiлих n ≥ N .

У пiдроздiлi 3.1 доведено, що максимальнi члени µ(σ, F2) та µ(σ,Gc)

пов’язаних рядiв є визначеними для всiх σ < 0 i дають в певному сенсi

добрi апроксимацiйнi оцiнки для суми заданого ряду F з σa(F ) ≥ 0, а

саме: для довiльних σ ≥ 0 i ε ∈ (0, |σ|) маємо

µ(σ, F2) ≤ M(σ, F ) ≤ |σ|µ(σ + ε, F2)

εeελ0
,

µ(σ,Gc) ≤ M(σ, F ) ≤ µ(σ + ε,Gc)

eελN

(
|σ|
ε

+
1

eε(λL−λN )
+

1

eεc − 1

)
,

де M(σ, F ) =
∑∞

n=0 |an|eσλn для кожного σ < 0.

Нехай Ψ — неперервна на [a, 0) функцiя така, що Ψ(σ) → +∞, якщо

σ ↑ 0, Ψ̃ — функцiя, спряжена з Ψ за Юнгом, ψ — правобiчна похiдна вiд Ψ̃,

h — неспадна, неперервна, необмежена зверху в деякому околi точки +∞

функцiя така, що lnx ≤ h(Ψ(ψ(x))) для всiх достатньо великих x ∈ R.

У пiдроздiлi 3.2, зокрема, доведено, що якщо q := limx→+∞ |ψ(x)|x >

0 i lnµ(σ, F2) ≤ Ψ(σ) для всiх σ < 0 достатньо близьких до 0, то для

кожного додатного η < (
√
q + 1 − 1)/(

√
q + 1 + 1) i для всiх σ < 0 до-

статньо близьких до 0 правильна нерiвнiсть lnM(σ, F ) ≤ Ψ(ησ). Якщо ж

lnµ(σ,Hc) ≤ Ψ(σ) для всiх σ < 0 достатньо близьких до 0, то для кожного

ε > 0 маємо lnM(σ, F ) ≤ Ψ(σ) + h(Ψ(σ) + ε) + ε− ln ε− ln c+ o(1), якщо

σ ↑ 0.

Пiдроздiл 3.3 складається з результатiв, що дають умови на послi-

довнiсть (|an|)∞n=0, якi є необхiдними та достатнiми для того, щоб для за-

даного ряду Дiрiхле F з σa(F ) ≥ 0 виконувалась та чи iнша загальна

асимптотична оцiнка. За деяких не надто обтяжливих обмежень знизу на

зростання функцiї ψ тут наведено умови, за яких: iснує δ ∈ (0, 1) таке,

що lnM(σ, F ) ≤ Ψ(δσ) для всiх σ < 0 достатньо близьких до 0, або для

кожного δ ∈ (0, 1) i для всiх σ < 0 достатньо близьких до 0 виконується

нерiвнiсть lnM(σ, F ) ≤ Ψ(δσ), або iснує q > 0 таке, що lnM(σ, F ) ≤ qΨ(σ)
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для всiх σ < 0 достатньо близьких до 0, або для кожного q > 1 i для всiх

σ < 0 достатньо близьких до 0 виконується нерiвнiсть lnM(σ, F ) ≤ qΨ(σ).

Нехай Ψ : (−∞, 0) → R — довiльна функцiя. У пiдроздiлi 3.4 доведе-

но, що для того, щоб iснували сталi q ∈ (0, 1) i B ∈ R такi, що нерiвнiсть

lnM(σ, F ) ≤ Ψ(qσ)+B виконується для всiх σ < 0, необхiдно i досить, щоб

iснували сталi p ∈ (0, 1) i C ∈ R такi, що lnSn ≤ −Ψ̃(λn/p)+C для кожного

цiлого n ≥ 0. Крiм того, вказано необхiднi та достатнi умови на (Sn)
∞
n=0 (а

тому й на (|an|)∞n=0), за яких для кожного q ∈ (0, 1) iснує стала B ∈ R (чи

для кожного B > 0 iснує стала q ∈ (0, 1)) така, що lnM(σ, F ) ≤ Ψ(qσ)+B

для всiх σ < 0.

У заключному роздiлi 4 розглянуто деякi вiдкритi задачi, пов’язанi з

вiдносним зростанням ряду Дiрiхле i його максимального члена.

Нехай ρ ≥ 1, λ = (λn)
∞
n=0 — невiд’ємна зростаюча до +∞ послiдов-

нiсть, C(1) = +∞ i C(ρ) = ρ/(ρ− 1) для кожного ρ > 1. У 2003 роцi П.В.

Фiлевич i М.М. Шеремета знайшли необхiднi та достатнi умови на послiдов-

нiсть коефiцiєнтiв довiльного цiлого ряду Дiрiхле F , за яких логарифм його

максимального члена lnµ(σ, F ) є правильно змiнною функцiєю порядку ρ,

а також довели, що умова limn→∞ ln lnn/ lnλn < C(ρ) є достатньою для

того, щоб для кожного цiлого ряду Дiрiхле F зi заданою системою пока-

зникiв λ логарифм його супремуму модуля lnM(σ, F ) i функцiя lnµ(σ, F )

були одночасно правильно змiнними функцiя порядку ρ. Необхiднiсть на-

веденої умови обґрунтовано у пiдроздiлi 4.1. Бiльше того, тут доведено,

що якщо limn→∞ ln lnn/ lnλn ≥ C(ρ), то можна вказати правильно змiнну

порядку ρ функцiю Φ таку, що для довiльної додатної на [a,+∞) функцiї

l iснує цiлий ряд Дiрiхле F зi заданою системою показникiв λ, для якого

lnµ(σ, F ) ∼ Φ(σ), якщо σ → +∞, i M(σ, F ) ≥ l(σ) для всiх σ ≥ σ0.

Нехай A ∈ (−∞,+∞], α — неперервна зростаюча до +∞ на [x0,+∞)

функцiя, β – неперервна на [a,A) функцiя така, що β(σ) → +∞, якщо

σ ↑ A. У пiдроздiлi 4.2 для ряду Дiрiхле F (s) =
∑∞

n=0 ane
sλn з абсцисою



7

iснування максимального члена σe(F ) ≥ A знайдено формулу типу Кошi-

Адамара для обчислення узагальненого порядку логарифма його макси-

мального члена R∗
α,β(F ) := lim

σ↑A
α(max{x0, lnµ(σ, F )})/β(σ) за послiдовнi-

стю (|an|)∞n=0: якщо A < +∞, то

R∗
α,βF ) = sup

η∈Λ
lim
n→∞

α(ηn)

β
(

ηn
λn

+ 1
λn

ln 1
|an|

) ,
де sup береться за всiма зростаючими до +∞ послiдовностями η = (ηn)

∞
n=0;

ця формула правильна також i у випадку A = +∞, якщо тiльки ряд F не

зводиться до експоненцiйного полiнома.

Дослiдження зростання абсолютно збiжних у пiвплощинi рядiв Дiрi-

хле в термiнах модифiкованих (зокрема, узагальнених) порядкiв проведено

у пiдроздiлi 4.3. Нехай α — неперервна зростаюча до +∞ на [x0,+∞) фун-

кцiя, β – неперервна на [b, 0) функцiя така, що β(σ) → +∞, якщо σ ↑ A, а

γ – додатна неперервна на [c, 0) функцiя. Для ряду Дiрiхле F з σa(F ) ≥ 0

покладемо Rα,β,γ(F ) = limσ↑0 α(max{x0, γ(σ) lnM(σ, F )})/β(σ) i нехай

R∗
α,β,γ(F ) = limσ↑0 α(max{x0, γ(σ) lnµ(σ, F )})/β(σ). За додаткових, але за-

гальних припущень щодо функцiй порiвняння α, β i γ знайдено необхiднi та

достатнi умови на послiдовнiсть λ = (λn)
∞
n=0, за яких Rα,β,γ(F ) = R∗

α,β,γ(F )

для кожного ряду Дiрiхле вигляду F (s) =
∑∞

n=0 ane
sλn з σa(F ) ≥ 0, а також

встановлено формули для обчислення величини R∗
α,β,γ(F ) через послiдов-

нiсть (|an|)∞n=0.

Ключовi слова: функцiя, спряжена за Юнгом функцiя, аналiтична

функцiя, полiном, ряд, степеневий ряд, ряд Дiрiхле, максимальний член,

центральний iндекс, максимум модуля, супремум модуля, абсциса абсолю-

тної збiжностi, абсциса iснування максимального члена, узагальнений по-

рядок, апроксимацiя.
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ANNOTATION

Hrybel O.B. Asymptotic estimates of sums of Dirichlet series. — Quali-

fying scientific work on rights of manuscript.

A Thesis for a Philosophy Doctor Degree in Mathematics, speciality 111 —

Mathematics (field of knowledge 11 — Mathematics and statistics). — Vasyl

Stefanyk Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk, 2025. — Vasyl

Stefanyk Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk, 2025.

The dissertation consists of an abstract, introduction, four sections,

conclusions for each section and general conclusions, bibliography, and an

appendix that contains the list of the author’s publications and information

on the approval of the dissertation’s results.

The introduction justifies the relevance of the research topic, highlights

the connection of the work with scientific programs, plans, and topics, and

formulates the aim, object, subject, tasks, and research methods. It emphasises

the scientific novelty of the obtained results, notes the theoretical significance of

the results, and outlines the author’s contribution. Additionally, the introducti-

on provides information on the approval and publication of the results.

The research aims to describe the asymptotic properties of the sum of a

Dirichlet series in terms of the sequence of its coefficients. The object of study

is an entire and absolutely convergent Dirichlet series in the half-plane with a

non-negative increasing to +∞ system of exponents λ = (λn)
∞
n=0.

The main focus of the work is on obtaining conditions for the sequence of

the moduli of the coefficients (|an|)∞n=0 of a Dirichlet series, under which certain

general upper asymptotic estimates for its sum hold.

Section 1 provides a review of the literature on the research topic, presents

an analysis of well-known results related to the topic of the dissertation, and

justifies the choice of research directions.

Section 2 focuses on establishing conditions under which various estimates
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hold for the sum of the entire Dirichlet series F (s) =
∑∞

n=0 ane
sλn. To this end,

for a given series F , the associated series Gc(s) =
∑∞

n=N bne
sλn is introduced,

where c > 0 is a fixed constant, N = min{n ∈ N0 : an ̸= 0}, and bn =∑
λn≤λk<λn+c |ak| for all integers n ≥ N .

In subsection 2.1, it is proven that the maximal term µ(σ,Gc) of the

associated series is defined for all σ ∈ R and provides, in a certain sense, a

good approximative estimate for the sum of the series F . Specifically, for any

σ ≥ 0 and ε > 0, the following inequality holds:

µ(σ,Gc) ≤ M(σ, F ) ≤ µ(σ + ε,Gc)

eελN

(
eεc

eεc − 1
+
σ

ε

)
,

where M(σ, F ) =
∑∞

n=0 |an|eσλn for each σ ∈ R.

Let Ψ be a continuous function in the neighborhood of +∞ such that

Ψ(σ)/σ → +∞ as σ → +∞, Ψ̃ be the Jung-conjugate function of Ψ, ψ

be the right-hand derivative of Ψ̃, and h be a non-decreasing, continuous,

unbounded function from above in some neighborhood of the point +∞ such

that lnx ≤ h(Ψ(ψ(x))) for all sufficiently large x ∈ R. Finally, define

∆ = limx→+∞ lnx/Ψ(ψ(x)).

In subsection 2.3, it is shown that if the inequality lnµ(σ,Gc) ≤ Ψ(σ)

holds for all sufficiently large σ ∈ R, then for every ε > 0, the followi-

ng asymptotic estimates hold: lnM(σ, F ) − Ψ(σ + ε) − lnσ → −∞ and

lnM(σ, F ) ≤ Ψ(σ) + h(Ψ(σ) + ε) + ln σ + ε− ln ε+ o(1) as σ → +∞.

Subsection 2.4 provides necessary and sufficient conditions on the

sequence (|an|)∞n=0 under which certain general asymptotic estimates for the

entire Dirichlet series F hold. For example, it is shown that there exists ε > 0

such that lnM(σ, F ) ≤ Ψ(σ+ε)+εσ for all sufficiently large σ ∈ R if and only

if there exists δ > 0 such that ln |bn| ≤ −Ψ̃(λn−δ)+δ(λn−δ) for all sufficiently

large non-negative integers n. It is further established that, for every ε > 0 and

all sufficiently large σ ∈ R, the inequality lnM(σ, F ) ≤ Ψ(σ + ε) + εσ holds

if and only if, for every δ > 0 and all sufficiently large non-negative integers n,
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the inequality ln |bn| ≤ −Ψ̃(λn − δ) + δ(λn − δ) is satisfied. In addition, it is

proven that if ∆ < +∞, then there exists q > 0 such that lnM(σ, F ) ≤ qΨ(σ)

for all sufficiently large σ ∈ R if and only if there exists p > 0 such that

ln |bn| ≤ −pΨ̃(λn/p) for all sufficiently large non-negative integers n. Finally,

it is shown that if ∆ = 0, then for every q > 0 and all sufficiently large σ ∈ R,

the inequality lnM(σ, F ) ≤ qΨ(σ) holds if and only if, for every p > 0 and all

sufficiently large non-negative integers n, the inequality ln |bn| ≤ −pΨ̃(λn/p)

is satisfied.

Let Ψ : R → R be an arbitrary function, and let q0 ≥ 0 be a fixed

number. In subsection 2.5, it is proven that for every q > q0, there exists a

constant B ∈ R such that lnM(σ, F ) ≤ Ψ(qσ)+B for all σ ∈ R, if and only if

for every p > q0, there exists a constant C ∈ R such that ln bn ≤ −Ψ̃(λn/p)+C

for all n ≥ 0, where Ψ̃ denotes the Young conjugate of Ψ. Under additional

assumptions on Ψ, it is also established necessary and sufficient conditions on

the sequence (|an|)∞n=0, under which for the entire Dirichlet series F there exist

positive constants q and B such that lnM(σ, F ) ≤ qΨ(σ + B) for all σ ∈ R,

or there exist real constants ε and B such that lnM(σ, F ) ≤ Ψ(σ + ε) + B

for all σ ∈ R, or for every B > 0 there exists a constant ε ∈ R such that

lnM(σ, F ) ≤ Ψ(σ+ε)+B for all σ ∈ R, or for every ε > 0 there exists B ∈ R

such that lnM(σ, F ) ≤ Ψ(σ + ε) +B for all σ ∈ R. These results significantly

generalise those obtained by M. M. Sheremeta in 1999, while the conditions for

the validity of global estimates are written in a simplified form.

Analogues of the results from section 2 for Dirichlet series that are

absolutely convergent in a half-plane are established in section 3. In parti-

cular, it derives conditions under which general estimates hold for the sum

of an arbitrary Dirichlet series F (s) =
∑∞

n=0 ane
sλn with abscissa of absolute

convergence σa(F ) ≥ 0. To this end, for each such series F two associated seri-

es are introduced: F2(s) =
∑∞

n=0 Sne
sλn, where Sn =

∑n
k=0 |ak| for all integers

n ≥ 0, and Gc(s) =
∑∞

n=N bne
sλn, where c > 0, N = min{n ∈ N0 : an ̸= 0},
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and bn =
∑

λn−c<λk≤λn
|ak| for all integers n ≥ N .

In subsection 3.1, it is proven that the maximal terms µ(σ, F2) and

µ(σ,Gc) of the associated series are well defined for all σ < 0, and they provide,

in a certain sense, accurate approximations for the sum of the Dirichlet series

F with σa(F ) ≥ 0. Specifically, for any σ ≥ 0 and ε ∈ (0, |σ|), the following

inequalities hold:

µ(σ, F2) ≤ M(σ, F ) ≤ |σ|µ(σ + ε, F2)

εeελ0
,

µ(σ,Gc) ≤ M(σ, F ) ≤ µ(σ + ε,Gc)

eελN

(
|σ|
ε

+
1

eε(λL−λN )
+

1

eεc − 1

)
,

where M(σ, F ) =
∑∞

n=0 |an|eσλn for every σ < 0.

Let Ψ be a continuous function on the interval [a, 0) such that Ψ(σ) →

+∞ as σ ↑ 0. Let Ψ̃ denote the Young conjugate of Ψ, and let ψ be the right-

hand derivative of Ψ̃. Finally, let h be a nondecreasing, continuous function

that is unbounded above in some neighbourhood of +∞, and assume that the

inequality lnx ≤ h(Ψ(ψ(x))) holds for all sufficiently large x ∈ R.

In subsection 3.2, it is shown, in particular, that if q :=

limx→+∞ |ψ(x)|x > 0 and lnµ(σ, F2) ≤ Ψ(σ) for all σ < 0 sufficiently close to

0, then for every positive η < (
√
q + 1 − 1)/(

√
q + 1 + 1) and for all σ < 0

sufficiently close to 0, the inequality lnM(σ, F ) ≤ Ψ(ησ) holds. Moreover, if

lnµ(σ,Hc) ≤ Ψ(σ) for all σ < 0 sufficiently close to 0, then for each ε > 0 we

have lnM(σ, F ) ≤ Ψ(σ) + h(Ψ(σ) + ε) + ε− ln ε− ln c+ o(1) as σ ↑ 0.

Subsection 3.3 provides conditions on the sequence (|an|)∞n=0 that are

necessary and sufficient for a given Dirichlet series F with σa(F ) ≥ 0 to sati-

sfy some general asymptotic estimates. Assuming certain lower bounds on the

growth of the function ψ, conditions are established that ensure that there exi-

sts δ ∈ (0, 1) such that lnM(σ, F ) ≤ Ψ(δσ) for all σ < 0 sufficiently close to

0, or for each δ ∈ (0, 1) and for all σ < 0 sufficiently close to 0 the inequality

lnM(σ, F ) ≤ Ψ(δσ) holds, or there exists q > 0 such that lnM(σ, F ) ≤ qΨ(σ)

for all σ < 0 sufficiently close to 0, or for each q > 1 and for all σ < 0 sufficiently
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close to 0 the inequality lnM(σ, F ) ≤ qΨ(σ) holds.

Let Ψ : (−∞, 0) → R be an arbitrary function. In subsection 3.4 it is

proven that there exist constants q ∈ (0, 1) and B ∈ R such that the inequality

lnM(σ, F ) ≤ Ψ(qσ)+B holds for all σ < 0, if and only if there exist constants

p ∈ (0, 1) and C ∈ R such that lnSn ≤ −Ψ̃(λn/p) + C for every integer

n ≥ 0. Moreover, necessary and sufficient conditions are provided on (Sn)
∞
n=0

(and therefore on (|an|)∞n=0) under which, for each q ∈ (0, 1), there exists a

constant B ∈ R (or for each B > 0, there exists a constant q ∈ (0, 1)) such

that lnM(σ, F ) ≤ Ψ(qσ) +B for all σ < 0.

Finally, in section 4, some open problems related to the relative growth

of the Dirichlet series and its maximal term are considered.

Let ρ ≥ 1, λ = (λn)
∞
n=0 be a non-negative sequence increasing to +∞,

C(1) = +∞ and C(ρ) = ρ/(ρ − 1) for each ρ > 1. In 2003, P.V. Filevych

and M.M. Sheremeta established necessary and sufficient conditions on the

sequence of coefficients of an arbitrary entire Dirichlet series F under which

the logarithm of its maximal term, lnµ(σ, F ), is a regularly varying function

of order ρ. It is also proven that the condition limn→∞ ln lnn/ lnλn < C(ρ) is

sufficient for the logarithm of the supremum of the modulus, lnM(σ, F ), and

the function lnµ(σ, F ) to be simultaneously regularly varying functions of order

ρ for every Dirichlet series F with a given exponent system λ. The necessity

of the condition is substantiated in subsection 4.1. Moreover, it is proven that

if limn→∞ ln lnn/ lnλn ≥ C(ρ), then there exists a regularly varying function

of order ρ, denoted by Φ, such that for any positive function l defined on

[a,+∞), there exists a Dirichlet series F with a given exponent system λ for

which lnµ(σ, F ) ∼ Φ(σ) as σ → +∞, and M(σ, F ) ≥ l(σ) for all σ ≥ σ0.

Let A ∈ (−∞,+∞], α be a continuous function increasing to +∞ on

[x0,+∞), and β be a continuous function on [a,A) such that β(σ) → +∞ as

σ ↑ A. In subsection 4.2, for the Dirichlet series F (s) =
∑∞

n=0 ane
sλn with the

abscissa of the existence of the maximal term σe(F ) ≥ A, a Cauchy-Hadamard-
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type formula is found to calculate the generalised order of the logarithm of its

maximal term: R∗
α,β(F ) := lim

σ↑A
α(max{x0, lnµ(σ, F )})/β(σ) for the sequence

(|an|)∞n=0. If A < +∞, then

R∗
α,βF ) = sup

η∈Λ
lim
n→∞

α(ηn)

β
(

ηn
λn

+ 1
λn

ln 1
|an|

) ,
where the supremum is taken over all sequences η = (ηn)

∞
n=0 increasing to +∞.

This formula is also correct for A = +∞, unless the series F reduces to an

exponential polynomial.

The study of the growth of absolutely convergent Dirichlet series in the

half-plane in terms of modified (in particular, generalised) orders is carried

out in subsection 4.3. Let α be a continuous function increasing to +∞ on

[x0,+∞), β be a continuous function on [b, 0) such that β(σ) → +∞ as σ ↑ A,

and γ be a positive continuous function on [c, 0). For the Dirichlet series F wi-

th σa(F ) ≥ 0, we put Rα,β,γ(F ) = limσ↑0 α(max{x0, γ(σ) lnM(σ, F )})/β(σ),

and let R∗
α,β,γ(F ) = limσ↑0 α(max{x0, γ(σ) lnµ(σ, F )})/β(σ). Under additi-

onal general assumptions on the comparison functions α, β and γ, necessary

and sufficient conditions are found on the sequence λ = (λn)
∞
n=0, under which

Rα,β,γ(F ) = R∗
α,β,γ(F ) for each Dirichlet series of the form F (s) =

∑∞
n=0 ane

sλn

with σa(F ) ≥ 0. Furthermore, formulas are established for calculating the value

R∗
α,β,γ(F ) using the sequence (|an|)∞n=0.

Keywords: function, Young conjugate function, analytic function,

polynomial, series, power series, Dirichlet series, maximal term, central index,

maximum modulus, supremum modulus, abscissa of absolute convergence,

abscissa of the existence of the maximal term, generalized order, approximati-

on.
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